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Def.:

Bemn. :

Satz:

Vor. :

Beh. :

Satz:

Vor. :

Beh. :

Hilfsmittel

Sei J ein nicht leeres Intervall von R.
Sei ¢ : J — R eine Abbildung.
Wir definieren dann:

1. ¢: 0 —» R ist konvex genau dann, wenn
Vx,y e J Vte[01] ¢o(tx+(1-¢t)y)<td(x)+ (1 -¢t)d(y)

2.

Gelte ¢ (J) c R, .
¢: J —> R ist logarithmisch konvex genau dann, wenn
In(¢) : J —> R konvex ist.

Gelte ¢ (J) c R+.
Da exp : R — R konvex und monoton steigend ist, folgt:
(0 : J — R ist logarithmisch konvex) =

(0 : 0 —> R ist konvex)

Seli J eiln nicht leeres offenes Intervall von R.
Sei ¢ : J > R eine differenzierbare Abbildung.

(6 : 7 > R ist konvex) <

(¢ : & > R ist monoton steigend)

Seli J eiln nicht leeres offenes Intervall von R.
Sei ¢ : J > R eine 2-mal differenzierbare Abbildung.

(0 : 7 > R ist konvex) <
¢” 2 O



2. Gamma-Funktion

Die Gamma-Funktion T : R+_ — R ist fur a« e]R+ durch das

absolut konvergente Integral

>0

definiert und es gilt:

ﬁR+ — R ist analytisch (1)
Yo elR+ F(a+1) =a- T (a) (2)
Vk e Ny T(k+1)=k! (3)
r: ]R+ — R ist logarithmisch konvex

(4)

(also auch konvex)
F1)=1und I'(2) =1 (5)
Mit (4) und (5) folgt offenbar:

[ | [2; 0o ist monoton steigend (6)



3. Idee

Gelte x :(idR)l R+.

Wir definieren nun eine Funktion vy :]—l;d{ — R durch

Vue |-1;0[ y(u) =T (u+1)
Dann folgt mit (2):

Vv e |-Lioo[ vy(v+1)=(v+1)y(v) (7)
AuBerdem folgt mit (6):

Y I[l;w[ ist monoton steigend (8)

Weiter definieren wir fiur o € E§+ die Funktion fa : R —-> R
durch

o0

0
— 1 oJhto o 1 . n
fa = E%J;TEIEE- X = X { 2%) X J (9)
n=

v(n+a)

Dabei gilt wegen (3) und (8) fir alle o € R4_, t € R und k € N
mit k > 1:

I R s e S
ne0 v(n+a) v (a) o) v(n+o)
<2 +§ L. |g” =
v(0) T v(n)
- < 1 n
=r(a+1)+n§1r(n+1)'|t| -
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Daher definiert (9) eine differenzierbare Funktion

(2), (7) und (9) gilt fir alle a E]R+

n=0

i (n+a) n+o—-1 _
n:Oy(n+a)

_a o1 io: (n+a)  nyoa-1 _
y(a) i y(n+0t)

o (n+a+1) n+ao _
OR Z y(n+a+l) . -
N e et
e Z Riexe

o o La 1 _
e © Tl

1 oa—1

TTES X + fa

Damit ist gezeigt:

Yo e]R+

fa ist differenzierbar und

genlgt der gewdhnlichen

linearen Differentialgleichung

oa—1

T (a)

! 1
(ya) ~ Yy = - X auf R+

und wegen



4. Losung der DGL

Nach [2] gilt der folgende Satz:

Satz:
Vor.: Sei J ein nicht leeres offenes Intervall von R.
Sei g : J > R eine stetige Funktion.
Sei h:J — R eine stetige Funktion.
Sei § e J.
Sei me R.
Beh.: Das Anfangswertproblem
v +g(t)y = h(t) v =m teyJ (11)
hat genau eine LO6sung. Sie existiert in ganz J.
Bem.: Sei die Funktion :J > R die Stammfunktion von

G
g:J > R mit 6(¢) =0, d. h.
t
Vt e J G(t)zjg(r)dr
g
Dann hat die L&6sung des obigen Anfangswertproblems die

folgende Gestalt:

t
Vteed yl(t) = e_G(t) Sl + Ih(t) : eG(T) dt (12)

g



5. Anwendung des vorherigen
Satzes

Sei a € R+ .

Gelte x = (ldR) | ]R+ .

Im konkreten Fall des Abschnitts 3. i1ist J = R+ und die
Funktionen g : J > R und h:J — R sind definiert durch

Vt e J g(t) = -1
1 _
YVt e J R = 0L
I (a)
Wir definieren nun eine Abbildung Ta :J > R durch
-t
Vted T, (t)=T(a) £, (t) e (13)

Wir zeigen schliefBlich:

Ta ist eine Stammfunktion wvon xa_l e X auf R+

bzw.

t
ve,&ed T, (t)-T, (§) = J'r“‘l ce ' drt (14)
g



Beweis von (14):
Sei & € J. Dann folgt ftur Stammfunktion G :J — R wvon
g:J > R mit G(&) =0:

t
Vt e J G(t):J‘g(r)drzé—t
g

Da fa nach (10) eine L&sung des Anfangswertproblems
v +9g(t)y = h() v (€) = £, (§) tedJ

ist, folgt mittels des Satzes aus Abschnitt 4. und insbesonde-
re (12) fir alle t e J:

t
£(6) = e8| g (2) + J-h(r) T an
g

t
et r (g)-e—‘i+jh(r)-e—f gt | =
&

t
— 1 -1 -
=et-foc(g)'e(t°+r(oc)J'1:OL ce " drt
S

Dies l&dsst sich schlieRlich umformen:
t
—t — oa-1 -1
veed T(a)(f, () e -fa(g)-ei)zjr e ar
€

bzw.

Damit ist (14) gezeigt.



6. Grenzibergang

Sei a € R+

Gelte x :(ldR)| R+.
Wegen (9) gilt offenbar:

fa : IR+ — R ist stetig fortsetzbar in 0 und
lim £ (&) =0
E—>0+ «

Dann folgt mit (13):

Ty IR+ — R ist stetig fortsetzbar in 0 und
lim T (§) =0
E—>0+ &

Daher folgt nach (14):

t
Vt e RH— Ita‘ﬂ..e—f dt konvergiert fiir (& — 0 +)
3

und

und

I(a) = tl_i)rgo T, (t)

Man erhdlt eine Stammfunktion wvon XOL_'l -e_BX durch die Substi-

tution 1T B Bt (B e]R+).
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