Geometrie
der
Cartan’ schen Ableitung



1. Notation

Seli m E.N+.

Sei r e.N+.

1. Wir bezeichnen mit £F‘@Rm,R) den R —-Vektorraum aller

r —fach R —multilinearen Abbildungen f : R x ... xR" 5 R.
r-mal

2. Wir Dbezeichnen mit Sr die Gruppe aller Permutationen

c: {1,..,r} —> {1,..,r}. Des weiteren bezeichne sgn (...)

die Signum-Funktion wvon Sr'

3. Sei f e,ﬂr(Rﬁﬂ]R). Wir definieren dann:

(f ist alternierend) R

vV € Sr Vvl,...,vr e R™ f(vl,”.,vr) =

90, (£ (Vo) s Va(ry

4. Wir definieren:

’gglt (]Rm, ]R) = {f e ¢f (Rm, R) . £ ist alternierend}

Sglt (]Rm, ]R) ist ein R —Untervektorraum von £F (Rm, R).



5. Sei 4 ein endlich dimensionaler R —Vektorraum. Sei
f: V > V eine R -lineare Abbildung. Sei U ein R —-Unter-
vektorraum von V. Wir definieren dann:

(f ist eine Projektion von V auf U) : &

(fof =f und £(V)=0)
Sei f eine Projektion von V auf U. Dann gilt:

(‘v’u eU f(u)= u) und (kern (f)) Nnuv = {o}

6. Sei G eine offene Teilmenge von R™. sei O € c® (G) Dann

bezeichne do : G — é(Rm,R) das sogenannte totale Differen-

tial von ¢.

7. Sei G eine offene Teilmenge von R™. Wir definieren dann

A% (G) als die Menge aller alternierenden C* -Differentialfor-
. m

men o : G —> )Zglt(R ,R).

Weiterhin Dbezeichne ©0... die sogenannte Cartan’sche - oder
auBere - Ableitung.



2. Projektion und alternierende
Multilinearformen

Sei m e N+.

Sei r e N+.

Wir definieren nun eine offenbar R —lineare Abbildung
pr_ if‘@Rm,R) - if‘@Rm,R) durch
14

Vo € QF(Ew%IR) Vvl,...,vr e R™ (prrﬁn(m»(vl,“.,vr):z

-2 5 e @) 9ty e

Dann gilt der folgende Satz:

Satz:

Beh.: P, ist eine Projektion von iff(Rﬂ%]R) auf
o1t (Rm' R) :

Bew.: In 3 Schritten:

L Es gilt pr, (SI(EWRIR» c £Flt(Rm,R), d.h. es ist

,m a

zu zelgen:

(f) ist alternierend (1)
r,m

Vf € Sr(Rm,R) pr
Beweis von (1):

Sei f € Sr(]Rm, ]R).

Seien v.,...,v_ € R™
1 r

Sei me S .
r



. . m
Wir definieren nun Wire W, € R™ durch

Vi e {l,”.,r} W= Vn(i) (2)

Dann gilt insbesondere:

Vk e s Vje {1, ..., r} WK(j) = v , (3)

Nun gilt:

(e

o ) (71
L' Zs: f(vc(l)""'vﬁ(r)j )
_ ricezs sgn_ (m o o) f(vnoc(l)’ ""Vnoﬁ(f)j

Dann folgt mittels (2) und (3):

_ %GEES: sgn_ (m ° o) f(wc(l)' ' cf(f)) -
_ Sgnlf”l(n) Y. sgn, (o) f(wc(l)' ’WG(I)) B
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Es gilt prr, 2

wegen 82

vg e 1 (R™R| pr, (o) =g

Beweis von (4):

Sei g € Sth (]Rm, ]R).

Seien v.,...,v_ € R™
1 r

Dann folgt:

(pri;nz(g))<vl"”’ Vr)

s, a(rayr e rae) -

= sgnla(c)gy<vl,.”, r)
AuBRerdem gilt:
— |
#Sr r!

Aus (5) - (7) folgt offenbar:

(prrﬂn(g))(vl,“.,vr) = g(vl,“.,vr)

1t @RHEIR) c ifT(RﬂulR) nur zu zeigen:

m (SK (Rm,R)) - Srlt (Rm,R), d.h. es ist



Es gilt prr,m o prrﬂn = prr,m, d.h. es 1ist nur zu

zeigen:
Vh e £F (Rm, R) (prr,m o prr,m)(h) = Pr, o (h)

Dies ist aber eine Konsequenz von (1) und (4).



3. Hilfsmittel

Satz: Formel fiur die Signum-Funktion sgn auf S,

Vor. : SeireN+ mit r = 2.
Beh. : ) — j
Vn € S sgn _ (m) = H M
r r o i-=7
1<i<j<r
Bem. :

Wegen Sl = {ld{l}} gilt offenbar:

vVn e S, sgng () =1 = H



Satz:

Vor. :

Beh. :

Bew. :

Eine Eigenschaft der Signum-Funktion sgn auf Sr

Sei r e N+.
Sel T € Sr+l'

n(r+1)=r+1 =

(n I{l,“.,r}) €5, A sgnr“(n l{l,“.,r}) = sgnr+q_(n)

Gelte n(r+1)=r+1. Da =n:{l,..,r+1} > {1,..
bijektiv ist, folgt dann:

(n | {1,...,r}) : {1,...,r} - {l,...,r} ist bijektiv
bzw.

(m1{1,..,r})es

r

Dann folgt sofort:

ul n(i) ~m(J)

Sgnr+l (TC) - i = _7

1<i<j<r+1

_ m (1) - m(9) m (1) - 7 (5)
-1 1 i- [l i-j

1<i<j<r 1<i<j=r+1

= sgn1~(n | {1, ..., r}) fi m (1) - n(r‘+-1)J -

e i—-(r+1)

= sgn1~(n | {1, ..., r}) fi_7t(i)__(r‘+ I)J _

ioq -(r +1)




Def. :

Bemn. :

Satz:

Vor. :

Beh. :

Bew. :

Sei r e N+.
Sei k e {l,...,r +1}.

Wir definieren dann Kk €S durch
, r+1
i i<k AN I <r+1
Vie{l, .., r+1} xklr(i):: i+1 i>2k A I<r+1
k i=r+1
Man kann kk.r auch wie folgt beschreiben:
4

1 ... k-1 k ... r r+1

A = (*)
k,r 1 ... k=1 k+1 ... r+1 &k

Dann gilt offenbar:

* *
kkpr(1)< o < kkﬁf(r) (**)
Sei r E.N+.

Sei k e {1,...,r +1}.
r+k-1
Sgnr+ﬂ_(xk,r) = (-1)
Zunachst gilt:
<an 3 B H 7Lk,r(l)_kk,r () B
9011 k,r| — i— 7 N
1<i<i<r+1
_ M xklr(l)—xklr (7) ﬁ xklr(l)—xklr (r +1)
1<i<i<r 1-7J Qo1 i-(r+1)
>0 nach (**) A (@) - k

-10 -



Wir definieren eine Funktion V : R \{O}—» Uq—l} durch

1 0
Vz € R\ {0} V(Z)::{il Z:O

Dann bleibt zu zeigen:

L }‘k,r(i)_k B r+k-1
vi [ —————| =(-1)

Bewels hiervon:

Offenbar gilt:

r

v( I i—(r+1)] = (-1)"
i=1

Weiterhin gilt nach (*):

Vi e {1,..,k-1} v(xk r(i)—k) = -1

und

Vi e {k..,r} v(kklr(i)—k) = +1

Mit (2) - (4) folgt dann (1) (Cave k =11!).

-11 -



4. Bekannte Eigenschaften der
Cartan’ schen Ableitung

Satz: Invariante Beschreibung der Cartan’schen Ableitung

Vor. : SeimeN+.
Sei r € N+.
Sei G eine offene Teilmenge von R™.

Sei o € A} (G).
Sei p e G.

Beh. :

-12-



5. Neue invariante Beschreibung

Satz:

Vor. :

Beh. :

Bew. :

der Cartan’ schen Ableitung

Sei m e N+.

Sei r e N+.

Sei G eine offene Teilmenge von R™.

Sei o € A} (G).
Sei p e G.

Wir definieren ¢ e ortl @Rm,ﬂk) durch

m . —
le,”.,wr+1 e R C(Wl’”"wr+l)'_

= (ap (o () (o)

ot 9 = T (00)

. m
Seien VireerVo,q € R™.

Es gilt nach Definition:

(Prr+lﬂn(C»(vi,“.,vr+l) _

_ 1
(r-+l)!

GeSr+1

S e @ <oy o)

- 13-
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Nun gilt aber

S sen,41 (0 &(Vay o Vo(ren) ) -

GESr+l
r+1 (2)
= Z Z sgn . 4 (o) C(Vc(l)""’vc(r)’vk)
k=1 oceS
r+1
o(r+l)=k
und (Beweis wvon (3) spéater)
o €S
Vke{l,..,r+1 V r+l
c(r+1) =k
Clv y s V = (3)
c(1) o(r+1)
= sgn o) sgn A ) y ey
9 r+1( ) 59 r+1( k,r Q(kaﬁrﬁj kahr(r+l)]
:(_1)r+k—l
und
Vke{l,..,r+1 #loes i o(r+1)=kf=r! (4)

Aus (1) - (4) folgt dann offenbar:

(prr+1,m (C)) (Vl’ Vr+1) _

(_1)rr! r+1

=7 _)k-1 v e V =
T (r+ 1)t Z_: (-1) C[ b, (W) %k,r(rﬂ)j

k=1
Y VS
a r+1 ( )
k=1
dp tq“(Vi’“"Vk—l’vk+1’“"vr+1)»(vk) =
(1)

-14 -



Nun zum Beweils von (3):

Sei k e {l,...,r + 1}.
und gelte G(r +]) = k.
durch

Sel © € Sr+1

Wir definieren dann m € S
r+1

und Upjj. U, € R™ durch
Vie{l..,r} u; = Vc(i) (6)
Dabei gilt wegen o (r +1) = k:

n(r +]) =r+1 (7)

Insbesondere gilt dann:

Vie{l,..,r} (n (3) € {1,..., r} und un(j) = Voon(j)) (8)

Damit erhdalt man schlieRlich wegen (5) - (8) und
o e A7 (G):

<oy otenn) ) -
- <[V ooy ) 7
= C(ul,...,ur,vk) -
= sgn_ (7 | {1,...,r})§(un(l),,,,,un(r), Vk) -
TSI (”)C(Vcon(l)' o Voon(r) ij =

- 590y

_ -1
st (57500 )y, e

=590 141 (0)
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