1. Notation

Seli m E.N+.

Sei r e.N+.

1. Wir bezeichnen mit £F‘@Rm,R) den R —-Vektorraum aller

r —fach R —multilinearen Abbildungen f : R x ... xR" 5 R.
r-mal

2. Wir Dbezeichnen mit Sr die Gruppe aller Permutationen

c: {1,..,r} —> {1,..,r}. Des weiteren bezeichne sgn (...)

die Signum-Funktion wvon Sr'

3. Sei f e,ﬂr(Rﬁﬂ]R). Wir definieren dann:

(f ist alternierend) R

vV € Sr Vvl,...,vr e R™ f(vl,”.,vr) =

90, (£ (Vo) s Va(ry

4. Wir definieren:

’gglt (]Rm, ]R) = {f e ¢f (Rm, R) . £ ist alternierend}

Sglt (]Rm, ]R) ist ein R —Untervektorraum von £F (Rm, R).



5. Sei f e & (Rm,R) . Wir definieren dann:

(f ist symmetrisch) : &

vV € Sr Vvl,...,vr e R™ f(vl,”.,vr) =

: (‘”nm' o Vn<r>)

6. Wir definieren:

Sgym (Rm,R) = {f e & (]Rm, ]R) : f 1ist symmetrisch}

Egym (Rm, R) ist ein R -Untervektorraum von £° (Rm, R).

7. Sei 1% ein endlich dimensionaler R —Vektorraum. Sei
f: V > V eine R —-lineare Abbildung. Sei U ein R —Unter-
vektorraum von V. Wir definieren dann:

f ist eine Projektion : <& f o f = f

und

(f ist eine Projektion von V auf U) : &
(fof =f und img(f) = U)

Sei f eine Projektion von V auf U. Dann gilt:

(‘v’u eU f(u)= u) und (kern (f)) Nnuv = {o}



2. Alternierende
Multilinearformen

Sei m e N+.

Sei r e N+.

Wir definieren nun eine offenbar R —lineare Abbildung

prrfz : SK(Rm,R) — Sr(Rm,R) durch
a

m m r,m —
Vo € £;(R,,HR) Vv, ..., v, €R (pralt @Mj(vl,“.,vr)._

rilcezs 591, (0) 9(Vg(1)r = V()

Dann gilt der folgende Satz:

Satz:
Beh.: prrim ist eine Projektion  von if?(Rn%]R) auf
alt
m
gglt(R,R).



Satz:

Vor. :

Beh. :

Sei
Sei
Sei
Sei
Sei

Wir

m € N+.

r € N+_.

G eine offene Teilmenge von R™.
o:G —é,ﬂglt @RHEIR) stetig differenzierbar.
p e G.

definieren ( € 2?*4‘(RﬁEIR) durch




3. Symmetrische
Multilinearformen

Sei meN+.

Se1reN+.

Wir definieren nun eine offenbar R —lineare Abbildung

prr’m : Sr(]Rm, R) - Sr(Rm, ]R) durch
sym

m m r,m —
Vo € £ (R ,R) Vv, .., v, € R (prsym ((p)j (Vl""’vr) =

1
- P\ Vs(1) ’Vc(r)j
CES
r
Sei ke {l,...,r+1}.
Wir definieren dann A e S durch
k,r r+1

1 1<k A 1<r+1

Vie{l, .., r+1} xklr(i):z i+1 i>2k A I<r+1
k i=r+1

Man kann kkr auch wie folgt beschreiben:
14

(l .. k=1 k r r+1]

k,r 1 ... k-1 k+1 ... r+1 k



Satz:

Beh. : . . . .
© L ist eine Projektion von £F(RﬂEIR) auf

m
£ on (R ,R).
Bew.: In 3 Schritten:

Es gilt pri;nr; (Er (Rm, R)) c Sgym (]Rm, R), d.h. es 1ist

zu zeigen:

Vf e ifﬂ(Rﬂh]R) prrr M (f) ist symmetrisch (1)
sym

Beweils von (1):
Sei f e £F (Rm, R).

. m
Seien v,,...,v._ € R,
1 r

Sei mwe S_.
r
Wir definieren nun Wi W, € R™ durch

Viel{l,..,r} w, := V(i) (2)

Dann gilt insbesondere:

Vk e s, Viel{l .., r} Ye(5) = Vrox(3) (3)
Nun gilt:
r,m _
(prsym.(f)j(vl,.“,‘vr) =
= ; Z VG(l),,VG(r) =
ceS
r
T noc(1)” " Vmoo(r)
GGSr



Dann folgt mittels (2) und (3):

(pf_;ﬁ (f)j A

=5 X f(WG(l),m'WG(r)j _



Es gilt prr’m (Sr (]Rm, ]R)) D )::éym (]Rm, ]R), d.h.

sym

wegen Eéym (]Rm, ]R) c & (]Rm, ]R) nur zu zeigen:

Vg € L5yn (Rm'R) pr'’ ™ (g) = g
sym

Bewels von (4):

Sei g € Sgym (Rm,R).

. m
Seien v,,...,v._ € R,
1 r

Dann folgt:

(prr’m (9)

sym

N—
—_—
<

'_\
<
H
~—~—
Il

#Sr =r!

es 1ist



r,m r,m r,m :
"7 o pr’ = pr '’ , d.h. es 1ist nur
sym sym sym

Es gilt pr

zeigen:

Vh e X?R(RHE]R) (prIVm ° prIVnzj(h) = pr;Vm (h)

sym sym ym

Dies ist aber eine Konsequenz von (1) und (4).



Satz:

Vor. :

Beh. :

Bew. :

Sei m e N+.

Sei r € N+.

Sei G eine offene Teilmenge von R™.

Sei o : G —9,2€ym @yﬂ,R) stetig differenzierbar.
Sei p e G.

Wir definieren § € 2?*4‘(RﬁEIR) durch

r
I~1]_é§g(df)(mn-(WO'“.’Wk—l’Wk+l’“"Wf)»(wk)

. m
len v .
Seie 17 rV,i1 € R

Es gilt nach Definition:

[priJQJHY(C)j(vl,.“,X(r+1) =

o 2 (Yo To(een))

GESr+1
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Nun gilt aber

S [y Vo)) -

CES
r

+1
r+1 (2)
= Z z C(Vc(l),...,vc(r), ij
k=1 GeSr+l
o(r+l)=k
und (Beweis wvon (3) spéater)
o €S
Vke{l,..,r+1 V r+l
c(r+1) =k
und
Vkef{l,.,r+1} tloes, . i o(r+1) =k =r! (4)
Aus (1) — (4) folgt dann offenbar:
r+1,m _
(prsym (C)J (Vl""’vr+1) =
l r+1
(r +1)! kag Thp @) T (240
1 r+1
T i1 = (dp ("’ (Vl’ " V-1 VK41 Vr+1))) (Vk)
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Nun zum Bewels von (3):

Sei k e {l,...,r+1}.

Sei o e Sr+1 und gelte G(r +]) = k.
Wir definieren dann m € S durch
r+1
mn=c Lok, €5 (5)
k,r r+l
und Upy... U, € R™ durch

Vie{l..,r} u; = VG(i) (6)

Dabei gilt wegen o (r +1) = k:
n(r+1)=r+1 (7)

Insbesondere gilt dann:

Vi e{l..,r} (n(j) € {1,..., r} und un(j) = VGon(j)j (8)

Damit erhdalt man schlieRlich wegen (5) - (8) und
Vae& o, e i (Rm, R):
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4. Allgemeines uber

Projektionen
Satz:
Vor.: Sei V ein endlich dimensionaler R —Vektorraum.
Sei £ : V —- V eine Projektion.
Sei g: V = V definiert durch g F=idV - f.
Beh.: g: V — V ist eine Projektion und es gilt:
fog:gof:O
Bew.: Zu zeigen ist:
geg =g (1)
und
fog=gof =0 (2)

Bewels von (1):
id —f)o(idv—f):

(
= (idv o (1d, - )) - (f o (1d, - f)) =
(

£
id oidv)—(idvof)—(foidv)+(fof)=

1%
=id, - f - £+ (fof)=
= idV - f =
=g

Bewels von (2):

Fog =fo(id, - f) =

und
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Satz:

Vor.: Sei V ein endlich dimensionaler R —Vektorraum.
Seli k € N+.

Sei fur jedes i € {1,..., k} P, : V — V eine Projektion.
Beh. : )
Vi, j € {l, ,k} (1 # 7 = E} o Pj = O) &
k
2: Eﬁ : V> V ist eine Projektion und es gilt:
i=1
k k
img z Pi = @ img (Pi)
i=1 1=1
Bew. :

-_— W\ .
”

Gelte (Vi,j e {1, ..., k} (i % 7 = P, o P, = On

Dann folgt zundchst:

i=1 j=1 i=1 j=1
k k
= 2: E: (p <>P.) =
. ) 1 J
i=1 j=1 (1)
k
= ES (p,<>p ) =
1
i=1
k
= > P
1
i=1
d.h
k
2: Eﬁ : V > V ist eine Projektion (2)
1i=1
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AubBerdem gilt offenbar:

k k
img E: Pﬁ c E: img(Eﬁ) (3)
i=1 i=1

Dabei gilt nach Annahme:
(Vi,j e {1,...,k (i £ 3 = img(E}) c ker(gi») (4)

Da P, : V - V fiir jedes i€ {1, ..., k} eine Projektion
ist, gilt dabei:

(Vi e {1,.., k} ker ()N ing(p;) = gn)
Also gilt:
(Vi,j e {1, ..., k} (i 3 = img(E}) N img(E}) = ﬁﬁ)j

Damit ist gezeigt:

k k
img Z Pi c @ img(Pl.) (5)
i=1 1=1
Zu zeigen bleibt noch:
k
Vie{l..,k} 1mg(E}) c img 2: P. (6)

Beweis hiervon:

Sei j e {l,...,k}.
Dann folgt mit (4):

-16 -



,<=V: Gelte

k
z P.: V o> VU
: 7
Jj=1
k k
im P.| = &
g Z . e

Zu zelgen ist:

ist eine Projektion und es gilt:

Vi, j e {1, ..,k (i #3j = img(P,) c ker (Pj))

Sei i e {l,...,k}.

Sei u e img(P.).

1

k
Da P. und

: J

J=1

k k

u € im P.|= &

g Z . ®

und damit:

k
2: E} Qﬂ =0
j=1
i#7
k
Wegen img 2: Pj =
j=1 J

Projektionen

@

img(Pj) folgt schliesslich:

Vie {1, .., k} (i =3 =



5. Projektionen und Tensoren

Sei m E.N+.

Sei r € Nq_ mit r > 2.

Wir definieren nun eine offenbar R —1lineare Abbildung
prl ™ sf(Rm, R) N E(Rm,R) durch

1 ) alt sym

Dann folgt offenbar:

Vo € Sr(RﬁEIR) Vv, v, € R™ (prfﬂn(wﬂ(vi,”_,vr);:

Satz:

Beh. : pr]]__”,m .

auf €0, (]Rm, ]R) ® 5o (Rm, R)

— r,m . r,m
=1m r = 4
g(p alt) lmg(prsymj

iﬁ‘@Rm,R) - £F‘0Rm,R) ist eine Projektion
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Bew. :

Zu zeigen ist offenbar nur:

L1t (Rm, R) N Lsym (Rm, R) = {0}

a
Beweis hiervon:
. m m
sei £ e £, (R R| A £hyn (R R).

. m
Sei v.,...,v._ e R,
1’ " r

Sei 1T € Sr definiert durch (Cave! r > 2):

T {l, ..., ¢} > {1, ..., r}
2 1=
i > t(d) =41 i=
1 i 2

Dann gilt:

sgn . (1) = -1

Wegen r =2 2 und f e,ﬁrlt(Rpu]R) gilt:

(e vy) = sony @ (vey s 7o)

Wegen r =2 2 und f e,ngm @yﬂ,R) gilt:

Fvysnv,)=* (Vr(l)’ s Vr(r))

Damit folgt:

f(vl,“.,vr) =0
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Wir definieren nun eine offenbar R —1lineare Abbildung
prr’m LI(]Rm, ]R) — SK(Rm, R) durch
r,m ._ . r,m
pr = 1d — pr
0 sf(Rm,R) 1
Satz:
Beh.: prgﬁn: ,Sr(Rm,EQ — £F‘ORm,R) ist eine Projektion
und es gilt:
r,m r,m r,m r,m
r’/" opr’ =pr /T opr’T =0
p p 1 p 1 p 0
Bew.: klar nach S&tzen aus 4. und 5.
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6. Fazit

Sei m E.N+.

Sei r € Nq_ mit r > 2.

Es gelten die folgenden Aussagen:

m m r,m .
0 e,Qr(Rl,IR) ‘v’vl,...,vr e R (pralt QM)(Vl,”.,vr) =

_ ri!c,ezs 591, (©) 9(Vg(1) - V()

0
o) = 23 el
sgn, (0)=1
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SchlieRlich gilt:

prg’m und prf’m sind Projektionen und es gilt:
r,m r,m _ r,m r,m _
r o pr = pr o pr =0
o 0 o 1 o 1 o 0
und
pr-/™ prfr™ und pr’’™ sind Projektionen und es gilt:
0 alt sym
r,m r,m _ r,m r,m _
r o r = r o r =0 und
P alt P 0 P 0 P alt
prrﬂn()prrﬂn _ prr,m o prrﬂn — 0 und
0 sym sym 0
prrﬂn()prrﬂn _ prrﬂn Oprrﬂn -0
alt sym sSym alt
und
r =2 = prg”n =0
und
r,m r,m r,m r,m r,m
id =pr'" +pr’" =pr’ +|pr’ + pr’
Sr(Rm,R) 0 alt sym
und
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