1. Was bedeutet , kanonisch"“?

1.1. Definition nach [1]

Def. I: Ein Begriff unter einer Anzahl gleichartiger Begrif-
fe heiBt kanonisch, wenn er eine besonders grole Be-
deutung und eine Dbesonders durchsichtige Gestalt
hat.

1.2. Definition nach [3]

Def. II: kanonisch, einer gegebenen Situation oder Problem-
stellung am besten angepasst

1.3. Definition nach [4]

Def.: IITI kanonisch, auf natirliche Weise logisch ausgezeich-
net



2. Probleme mit der ,kanoni-

_ 2
schen™ Basis des R

2.1. These

1) (0 2\ 2

Die Standardbasis B := ol 11 € @R ) des R“ ist 1in keiner
1
0

gezeichnet. B ist im Sinne der Definitionen I, II und III
nicht ,kanonisch"“, sondern willkiurlich.

0 2
Weise gegenuber der Basis ([lj'( jj € @RZ) des R? logisch aus-

2.2. Ein Einwand?
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2.3. Losung

Die Definition von det(...) ist auch nicht ,kanonisch“, sondern
willkirlich. Es gilt:

a a

1,1 1,n

n
dec| £ = % Jsan (@] T ag e
a o a nes(n) i=1
n,1 n,n

Die Willkir in dieser Definition ist die Richtung, in der die
Matrix gelesen wird. Es ware genauso moglich, eine andere De-

terminante det(..) wie folgt zu definieren:

det| o : = 2: sgn () II ai,n(i)
. 1=1

nes(n)

Mit dieser &EE(“) gilt dann namlich:

=6 () - =(0)0)

Die These 2.1. wird also bestatigt.



2.4. Ein Versuch

Man kénnte auf die Idee kommen, den Begriff , ,kanonische"

Basis des RZ“ wie folgt zu definieren:

((V,w) ist die kanonische Basis des R?) =

Vv w < R? (@:(3] A [W:GDJ

Aber das ist willkurlich, denn man kdénnte genauso gut den Be-

griff , ,kanonische™ Basis des RZ“ anders definieren:

((v,w) ist die kanonische Basis des R2) =

-0~ (-0)

Das Einzige, dass moglich ist, ist den Begriff der ,Standard-

\ 2 ..
Basis des R““ zu definieren:

((v,w) ist die Standard-Basis des RZ) =

-0~ (-0)

Die ,Standard-Basis des Rz“ ist nicht ,kanonisch"“, sondern
willkirlich definiert. Mit anderen Worten:

Die Wahl der ,Standard-Basis des ]R2“ ist gunstig, aber nicht
zwingend.



3.1. Das neutrale Element einer
Gruppe G mit #G>2 ist
nicht , kanonisch"

Sei G eine Menge mit #G 2 2 und sei (G;:) eine Gruppe mit neu-
tralem Element e € G. Es wird gezeigt werden, dass jedes 9 € G
Anlass gibt zu einer Gruppe (G;®), die mit (G;:) verwandt ist
und deren neutrales Element 9§ ist.

Sei also 3 € G und ©: GxG —> G definiert durch
Va b € G aOb:=a~8_l-b (*)
Sei weiterhin die Abbildung ¢ : G — G definiert durch

Vae G o(a) =9.a1.9 (**)

Aus (*) und (**) folgt dann offenbar:

Va,b,c e G a®(b0Oc)=(a®b)0Oc (1)
VaeG a®O3%=a=380a (2)
VaeG aOo(a)=9=09(a)0a (3)

Damit ist offenbar gezeigt, dass (G; ©) eine Gruppe mit neutra-
lem Element 9 ist. Ausserdem ist ¢ : G — G die Inversenbil-
dung von (G;©®). Schliesslich gilt es, die Verwandschaft von
(G; ©) und (G;-) aufzuzeigen. Es gilt namlich:

Va,beG a-b=a0@oe(e)Ob (4)

Fazit:

Wegen #G > 2 ist das neutrale Element e € G von (G;-) nicht
.~kanonisch".



3.2. Das erzeugende Element ei-
ner zyklischen Gruppe G
mit #G>2 ist nicht
,kanonisch"

Sei G eine Menge mit #G =2 2 und sei (G;) eine zyklische
Gruppe mit erzeugendem Element ® € G. Es wird gezeigt werden,
dass jedes g € G Anlass gibt zu einer zyklischen Gruppe (G;Q),

die mit (G;:) verwandt ist und von der g ein erzeugendes Ele-
ment ist.

Sei also g € G. Dann existiert k € ﬂq.n,%#G} mit

Wir definieren dann 1 e ﬂL.“,##G-—l} und 9 € G durch

l=k-1 und 9 = o (2)

Sei ©: GxG — G definiert wie in 3.1.(*), d. h.

Va,be G a®b::=a- 971 . » (3)
Dann gilt nach 3.1.(1) - 3.1.(3):
(G; ©) ist eine Gruppe mit neutralem Element 9 (4)



Dabei gilt nach (1), (2) und (3):

Vme {1, .., 46 Qg =g" g (M1 o gmk=(m-1)1 5
i=1

Dann bleibt nur noch zu zeigen, daB (G; ©) eine zyklische Grup-

pe ist und daB g € G ein erzeugendes Element von (G; Q) ist.
Dazu genligt es wegen (4) zu zeigen, daB gilt:

n
Vne{l,...,#G} |9 = Og = n=#¢G (6)
i=1
Beweis von (6):
n
Sei n € ﬂq.u,##G} mit 9 = g. Wegen (2), und (5) folgt dann:
i=1
ol = 9 = gtk—(n-1)1 _ nk-nl+l

Sei nun e € G das neutrale Element von (G;-). Dann folgt mit
(2) :

1 #G-1 COnk—nl+l+#G—l

e =0 o = (k—-1) n

- n
_ wnk nl _ o PN

Da ® € G ein erzeugedes Element von (G;) ist, folgt schliefR-
lich:

n=4%#G

Fazit:

Wegen 3.1.(4) und #G = 2 1ist das erzeugende Element w € G von
(G; ) nicht ,kanonisch™.



4. Dualraume

4.1. Benotigte Definitionen

Def.: Sei ne Njy.

Seli V ein n-dimensionaler R -Vektorraum.

1.

Wir definieren dann
V* F:{f : V> R: £ ist R—linear}
Offenbar gilt:

*
V ist ein n-dimensionaler R -Vektorraum

*
V  heiBt der Dualraum von V.

Sei W.“ eine Norm auf V.

*
Wir definieren dann eine Norm w.“* auf V durch

Vf € v ”fmk:: sup{————— xeV AN X # O}

=supﬂf(xﬂ: xeV A ”x“=l}

”““* heiRt die wvon ”.“ auf V* induzierte Operator-

norm.



Sei < ...;...> ein Skalarprodukt auf V. Wir definie-

ren dann eine R -lineare Abbildung
*
®<.“L“>7V : V — V durch
Vx € V ®<...,...>,V (x) =< Xx; >
Durch < ...;... > wird eine Norm ”“” auf V induziert.
Dabei gilt:

Vx e V ”A|= V< X x>
und

O somy i WD) > (VA

ist eine R-lineare Isometrie von
normierten R -Vektorridumen

Nach 1. und 2. sind dann V** = (V*) und

L., = @“ﬂ*) ebenfalls definiert.
*

* *
\%4 heilt der Bidualraum von V.

Wir definieren eine Abbildung QV V> V** durch
*
Vx e V o (x) = v - R
f b f(x)
* %
eV
Dann gilt nach [2]:
O, : V = v ist R-linear und bijektiv
AuBerdem gilt nach [2] fir jede Norm W.“ auf V:
0, i (v, ].]) > (v**,||...||**) ist eine R-lineare

Isometrie von normierten R -Vektorrdumen



4.2. Hauptsatz I

Hauptsatz:

Vor. :

Beh. :

Sei < ...;...> ein Skalarprodukt auf RZ.

Sei W.“ die durch < ...;... > auf Rz induzierte Norm.
*

Sei @ : (R2,||...||)—>((R2) ,||...||*] eine R-lineare

Isometrie von normierten R -Vektorrdumen.

*
Sei @ : R? —>(R2) eine Abbildung.

> : (]R2, ||,,.||) N ((R2)* ,||_..||*J

ist eine R-lineare Isometrie =

von normierten R-Vektorrdumen

Es existiert eine

5 o\* R-lineare Isometrie
® e<rf: R —>(R ) : 2 >
g (B2 ) > (=% )

mit £ = ®ogqg

_lO_



Es gilt:

*
® , (]R2, ||...||) N ((1@2) e j ist eine
<...;..>,R *

R-lineare Isometrie von normierten R-Vektorrdumen

und

(_®<...,-...> sz (B2 > ((R2)* ,||...||*j ist eine

4

R-lineare Isometrie von normierten R-Vektorrdumen

und
und

und

Damit ist klar:

® 5 ist nicht ,kanonisch™
<...;..>R

_ll_



4.3. Hauptsatz II

Hauptsatz:
Vor. : > > * %
Sei & : R® —> @R ) eine Abbildung.
Beh. : . .
e Fiir jede Norm |LJ| auf R? gilt:
2 2 * %
o : (R ,||...||) N ((R ) ,||...||**]
ist eine R-lineare Isometrie
von normierten R-Vektorrdumen
CD € Q I_Q }
{ R TR?
Bew. : ausgelassen

_12_



Es gilt:

Fiir jede Norm.|LJ| auf R? gilt:

* %
02 (R?, ||...||) N ((R2) ,||...||**J ist eine R-lineare

Isometrie von normierten R-Vektorriumen

und
Fir jede Norm |..| auf R? gilt:
[—QR2j (B2 1) - ((1&2)** ,||...||H] ist eine R-lineare
Isometrie von normierten R-Vektorrdumen

und

und

und

0 # =0

RZ RZ

Damit ist klar:

0 ist nicht , kanonisch"“

R2

_13_
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