1. Symmetrie des 2. Differenti-
als)

Satz:
Vor. : i
or Sei n € N+.
Sei G eine offene Teilmenge des R™ .
Sei ¢ : G —> R eine Abbildung.
Sei ¢ 2-mal differenzierbar.
Beh. :

Vp € G d%@ : R?” xR” 5 R ist symmetrisch

2. Spezialfall der Cartan’schen
Ableitung

Satz:
Vor.: Sei n e N+_.
Sei G eine offene Teilmenge des R™ .
Sei V: G — R™ eine stetig differenzierbare Abbildung.
n
Sei w: G — S(RH,R) definiert durch o := Z Vi . dxi
i=1
(insbesondere ist ® : G —é,S(Rn,R) stetig differen-
zierbar) .
Beh. : . . .
Vp € G (Dpo)z 0 = de ist Selbstadjunglert)
Bem.: 1. n . .
LR, R] ist der R -Vektorraum aller R -Linearformen
R” - R.
2. ® ist eine sogenannte Cl—Differentialform vom
Grad 1.
3. 0... ist die sogenannte Cartan’sche Ableitung. Im

Falle n =3 gilt:

Vp e G ((Dpw o) e (rot, (v) = o))



3. Vektorpotential

Satz:
Vor.: Sei n e N+_.

Sei G eine offene Teilmenge des R™ .
Beh. :

Sei ¢ € C°(G).
Dann gilt:

(Vp e G @Mg(grad(@)) ist selbstadjungiert»

2. Sei G sternformig.
Sei k € N U {oo}.

Sei V: G — R"” eine k-mal stetig differenzierbare
Abbildung.
Dann gilt:

(Vp e G (de ist selbstadjungiert» =

Jdo € Ck+q'(G) V = grad (¢)



4. Umkehrung von 1

Satz:
Vor. : i
or Sei n € N+.
Sei G eine offene, sternformige Teilmenge des R™ .
Sei a : c;—e,S(Rn,R) eine stetig differenzierbare Ab-
bildung.
Sei B: G —> £ 2(RH,R) definiert durch
Vpeg Vv,w e R? (Bp)(v, w) = ((dpoc) (v)) (w)
Beh. : ,
(Vp € G (Bp ist symmetrlsch» =
Es existiert ¢ € CZ(G) mit
de = a und d2@ =B
Bem. : £ Z(RH,RQ = &3: R? x R? 5 R ist bilinear} ist ein
R-Vektorraum .
Bew. :

Sei €& ::(el,”.,en) die Standardbasis des RZ.
Sei %’F:(xl,“.,xn) die zu ¢ duale Basis des,S(Rn,R).
Sei die Abbildung V : G — R™ definiert durch
a;>(el)
Vp e G V(p):= 3 (1)
@p (en)
p \"n
Dann gilt nach Voraussetzung:

V: 6 o> R? ist stetig differenzierbar (2)

und



Dann gilt zunachst:

: oV
Vje{l .., n} VpeaG (dpvﬂ(ej) = (4)
Aus (3) folgt aber:
(dpa) (el)
Y j 1, ..., A %4 | o= : .
j e {1, n} Vp € G (d}) )(ej) (ej)
5,0 o)
Daraus folgt nach Voraussetzung:
(Bo)(erres)
Vje{l..,n} VpegG (dpvj(ej) = : (5)
(#o) (e o)
Da (Vp e G (BE> ist symmetrisch)), folgt aus (4)
und (5) :
(Vp e G tipv ist selbstadjungiert» (6)

Aus (2) und (6) folgt dann mit Satz 3.2. die Existenz
von @ € C2(G) mit

V = grad (9) (7)

Aus (1) und (7) folgt nun fliur alle Vi € {L...,n} und
alle Vp € G:

epa)le) = 22 61 = st ), =5 0=, )

1 A
bzw.

de = o (8)



Damit folgt fiur alle Vi, j € {1,...,n} und alle Vp € G

aBofeses) = (a, (4 o) (=) (=5) = (a5 (e ) (=) (=)
450 (ei, ej) - ((dp (a)) (e; )) (ej)
<50 (ei'ej) - (Bp (ei'ej))

dch =B (9)



